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STUDIA T ANALIZY

Czym s3 modele naukowe?

Pojecie modelu zdefiniowaé mozemy, za Dietrichem Dérnerem, jako
replikacje wycinka rzeczywistosci, jego kopiel. Zatem miedzy danym
w dos$wiadczeniu fragmentem rzeczywistoscl (systemem empirycznym?
badZ skfadajacymi sie nan obiektami®) S 1 jego modelem M (lub jego
modelami M;) zachodzi nastepujaca relacja: M jest modelem S (lub M,
sg modelami S). Pierwowzoér (badany obiekt) znajduje odbicie w homo-
morficznym odwzorowaniu (modelu). Tym samym modele stanowig
zredukowane 1 zdeformowane kopie oryginaléw. Odznaczaja sie wiec
wysokim stopniem podobienstwa, jednak nigdy identycznoscig, gdyz
zupelna zgodno$¢ poszczegdlnych elementéw 1 cech czynitaby budowe
modeli bezcelowa*.

I D. Dérner, Modellbildung und Simulation, [w:] E. Roth (red.), Sozialwissenschaftliche
Methoden, Miinchen 1984, s. 337.

2 Odwolujemy si¢ tutaj do siatki pojeciowej rozwijanej w ramach teoril systeméw.

3 Z uwagl na podjete rozwazania w zakres terminu ,obiekt” wlaczone zostang réwniez
zjawiska spoteczne, ekonomiczne 1 polityczne, zaréwno te powtarzalne w czasie
1 przestrzeni, jak 1 te jednostkowe, czyli zdarzenia.

4 E. Nikitin, Wyjasnianie jako funkcja nauki, przet. S. Jedrzejewski 1 Z. Simbierowicz,
Warszawa 1975, s. 60—61.
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Budujac modele naukowe, przyjmujemy S$cisle okreslone zbiory
kontrfaktycznych zalozen idealizujgcych. Nie sg one jednak dane raz na
zawsze. W toku postepéw badawczych modele mogg ulegaé¢ konkrety-
zacjom przez stopniowe uwzglednianie w nich pominietych wcze$niej
parametrow rzeczywistych. Dzieje sie tak zwlaszcza wowczas, gdy poja-
wiajg sie zbyt duze rozbiezno$ci miedzy wynikami teoretycznymi wypro-
wadzonymi z modelu a danymi empirycznymi. W znacznie szerszym
ujeciu, modelowanie naukowe potraktowaé nalezy jako istotng aktywnos§é
wiedzotwodrcza w procesie tworzenia oraz rozwijania teoril. , Konstrukeja
teorit — zgodnie z idealizacyjna koncepcja nauki — polega na budowie
podstawowego, czyli najbardziej uproszczonego modelu, ktéry obejmuje
grupe wzajemnie w szczegllny sposéb powigzanych praw idealizacyj-
nych, ujawniajgc w czystej postaci to, co uznaje sie¢ w danym czasie za
system podstawowych zwigzkéw w obserwowanych zjawiskach. Nastepnie
zalozenia te sg kolejno odrzucane, a wyjSciowy model zostaje poszerzany
(konkretyzowany), tak aby ujmowal on coraz wigcej z bogactwa zjawisk
1 dawal coraz lepsze przyblizenie do zarejestrowanych faktéw. Seria takich
coraz bardzie] skonkretyzowanych modeli wychodzacych od modelu
podstawowego to teoria idealizacyjna. Zostaje ona zaakceptowana, jesli
wyja$nia wiele znanych faktéw badanej dziedziny zjawisk z dostatecznym
przyblizeniem”.

Pewnych wyobrazen o procedurze uchylania kolejnych zatozen ideali-
zujacych dostarczajg prace Isaaca Newtona nad ukladem planetarnym.
Pierwotnie autor Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687)
opracowal model zawierajacy jedynie nieruchome Stonce oraz jedng pla-
nete, traktowane jako punkty materialne. Wprawdzie model ten umoz-
liwit mu wyprowadzenie prawa odwrotnych kwadratéow dla przypadku
elipsy Keplera, jednak pozostawal w sprzecznoéci z trzecim prawem
dynamiki. Owa teoretyczna trudno$¢ wymusita takie przeksztalcenie,
w ktérym Stonce 1 planeta obracaly sie wokdt ich wspélnego osrodka
masy. Nastepnie Newton zbudowal model dla wiekszej liczby planet,
zmieniajgc réwniez ich status ontyczny — z punktéw materialnych staly
si¢ obdarzonymi masg kulami 1td.%. Innego przyktadu konkretyzacji —
tym razem z obszaru nauk spotecznych — dostarczajg badania Williama

5 L. Nowak, O ukrytej jednosci nauk spolecznych i nauk przyrodniczych, ,Nauka” 1998, nr 1,
s. 7-8.

6 1. Lakatos, Pisma z filozofii nauk empirycznych, przet. W. Sady, Warszawa 1995,
s. 77-78.
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H. Rikera 1 Petera C. Ordeshooka’. Sformalizowali oni 1 uszczegdtowili
model racjonalnego wyboru Anthony’ego Downsa8, ktéry pierwotnie nie
wyjasnial przyczyn uczestnictwa w glosowaniu sporych czesci demokra-
tycznych spoteczenstw. Fakt ten stanowil niemaly problem dla teoris,
szczegblnie jesli wzigé pod uwage niewielki wplyw pojedynczego glosu
na wynik wyborczy przy jednoczes$nie wzglednie wysokich kosztach
uczestnictwa (paradoks glosowania). Oto model wyjsciowy (1) 1 jego
konkretyzacja (2):

R=BP-C, (1)
R=BP-C+D. 2)

Finalnie otrzymano formule, zgodnie z ktérg racjonalny wyborca bie-
rze pod uwage spodziewane korzysci zwigzane z konkretnym wynikiem
wyboréw (B), pomnozone przez prawdopodobienstwo oddania glosu
decydujacego o tym wyniku (P), pomniejszone nastepnie o poniesione
koszty uczestnictwa (C) oraz powiekszone o przeswiadczenie, ze gloso-
wanie jest obowigzkiem obywatelskim (D).

W powyzszych przyktadach byla mowa o modelach zbudowanych ze
znakéw wyrazajacych okreslone symbole lub pojecia, a wiec o strukturach
abstrakeyjnych, zwanych réwniez idealnymi badz teoretycznymi. Oprécz
modeli zdefiniowanych w ktérym$ z jezykéw struktur syntaktycznych,
istniejg takze modele materialne charakteryzujace sie podobiehstwem
pod wzgledem konkretnych wlasciwosci, np. pod wzgledem parametrow
geometrycznych, parametrow statycznych czy parametréw kinematycz-
nych?. Ow fundamentalny podziat w oparciu o kryterium ontyczne bywa
w literaturze z zakresu metodologii nauk uszczegétowiany. I tak, Adam
Grobler!® wyréznia trzy typy modeli:

1) symulacyjne — obiekt modelowany zostaje zastapiony ze wzgledu na
kalkulacje ekonomiczne 1 (lub) przestanki etyczne badz ze wzgledu
na bariery fizyczne 1 technologiczne w badaniu proceséw wielkoskalo-
wych. Jako przyktady postuzyé mogg testy zderzeniowe samochodéw,
w ktérych zywi pasazerowie zastepowani sa manekinami, oraz symu-

7 W. H. Riker, P C. Ordeshook, A theory of the calculus of voting, ,The American Political
Science Review” 1968, nr 1, s. 25—42.

8 A. Downs, An Economic Theory of Democracy, New York 1957.

9 §. Pabis, Metodologia i metody nauk empirycznych, Warszawa 1985, s. 71-89.

10 A. Grobler, Metodologia nauk, Warszawa 20006, s. 175-178.
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lacje komputerowe powstawania 1 ewolucji gwiazd, planet, ukltadow

planetarnych, galaktyk;

2) ikoniczne — reprezentacja badanego obiektu ulega redukeji jedynie
pod wzgledem wybranych cech, np. skali. Pracownie geograficzne sg
pelne wzmiankowanych konstruktéw, tj. map 1 globuséw nasladuja-
cych wyselekcjonowane wlasciwosci pierwowzoréw;

3) metamatematyczne lub semantyczne — modelowaniu w tym przy-
padku podlega jezyk, w ktérym wyrazona jest rozpatrywana teoriall.
Rzecz jasna, natura zjawisk politycznych nie wymaga od politologow

budowania modeli materialnych. Z tego wzgledu szczegdlne zaintere-
sowanie, zwlaszcza politologicznej refleksji metanaukowej, powinno by¢
zwrocone w strone modeli abstrakcyjnych!?. Stefan Nowak dzieli tego
typu konstrukty na: strukturalne 1 funkcjonalne. Ta dwuelementowa typo-
logia wskazuje na trzy sktadowe metody naukowej w jej elementarnej
postact: deskrypcje, eksplanacje oraz predykcje. Rozpoznanie wewnetrz-
nej struktury danego systemu, jak zauwaza polski metodolog, moze by¢
celem samym w sobie badZ moze stanowié jedynie krok zblizajacy do
budowy modeli umozliwiajacych wyjasnianie, a takze przewidywanie inte-
resujacych nas proceséw czy zdarzen!3.

Modele abstrakcyjne tworzone sg, o czym wspominano juz wczeéniej,
ze sformalizowanego ukladu znakéw wyrazajacych symbole lub pojecia,
a w konsekwencji — zwigzki miedzy nimi. Najczescie] stosowanym, a takze
najbardziej efektywnym jezykiem formalnym w procesie ich konstruowa-
nia jest jezyk matematyki.

1 Typologia Groblera, uwzgledniajaca dodatkowo tak statyczne ujecie modelu, jak 1 ujecie
dynamiczne, jest w kilku punktach zbiezna z propozycja Klausa G. Troitzscha. Nie-
miecki socjolog wyszczegélnia nastepujace typy modeli: realne (np. modele zwierzece
wykorzystywane w medycynie), ikoniczne (np. modele kolejek elektrycznych), wer-
balne (jezyki naturalne) 1 formalne (ktérys z jezykéw formalnych badZ jego sktadowa,
np. uklad réwnan rézniczkowych). K. G. Troitzsch, Modellbildung und Simulation in den
Sozialwissenschaften, Opladen 1990, s. 12—13.

12°W krajach anglosaskich, w ktérych politologia jest o wiele blizsza wzorcowi epistemo-
logicznemu nauk przyrodniczych, tematyka ta cleszy sie pewnym zainteresowaniem.
Zob. M. P. Fiorina, Formal models in political science, ,American Journal of Political Sci-
ence” 1975, nr 1, s. 133-159; P. E. Johnson, Formal theories of politics: The scope of math-
ematical modelling in political science, ,Mathematical and Computer Modelling” 1989,
nr 4-5, s. 397—-404.

13 8. Nowak, Metodologia badari spolecznych, Warszawa 2008, s. 446.
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Modele matematyczne

Modelem matematycznym badanego obiektu nazywaé bedziemy
,dowolne relacje matematyczne, jesh takie istniejg miedzy elementami
zbioru zmiennych zwigzanych z [tym — M. W.] obiektem”!*. Relacje
matematyczne przedstawlane sg zazwyczaj przy uzyciu funkcji, opera-
toréw algebraicznych czy operatoréw rézniczkowych. Ich identyfikacja
jest celem szeregu czynno$ci badawczych podejmowanych w toku analiz.
W zaleznosci od przyjetego kryterium modele matematyczne podzielié
mozna na:

1) modele liniowe 1 modele nieliniowe — kluczowg role w procesie kla-
syfikacji odgrywa warunek liniowoS$ci operatoréw na analizowanym
zblorze wartosci; jesli jeden z operatoréw go nie spelnia, to model
ma charakter nieliniowy;

2) modele deterministyczne 1 modele stochastyczne — przynalezno$é do
danej klasy podyktowana jest stopniem wiedzy o elemencie losowym;
o modelu deterministycznym moéwimy wtedy, gdy dla kazdego zbioru
wartoéci wielko$ci wejSciowych istnieje $cisle okre$lona odpowiedz,
w przeciwnym wypadku mamy do czynienia z modelem stocha-
stycznym!;

3) modele statyczne 1 modele dynamiczne — kryterium umozliwiajgcym
rozréznienie jest zachodzenie zmian w czasie; modele statyczne opi-
sujg procesy w stanach ustalonych, dynamiczne — w stanach nieusta-
lonych;

4) modele o parametrach skupionych 1 modele o parametrach rozlozo-
nych — pod uwage brany jest zakres zmian zmiennych; w modelach
o parametrach skupionych istotne zmienne procesu stanowig tylko
tunkcje czasu, a w modelach o parametrach roztozonych podlegaja
one zmianom tak w czasie, jak 1 w przestrzeni lub wylgcznie w prze-
strzeni, ale wielowymiarowe;j'o.

Dyskusje na temat zasadnosci stosowania modeli matematycznych
w badaniach politologicznych nasility sie wraz z rozwojem ilo$ciowych
metod gromadzenia 1 przetwarzania danych. Zainicjowane pod wplywem
rewolucji behawioralnej dazenia do budowy dyscypliny nierézniacej sie
zasadniczo pod wzgledem metodologicznym od nauk przyrodniczych

4 A. Muciek, Wyznaczanie modeli matematycznych z danych eksperymentalnych, Wroctaw
2012, s. 16.

15 Modele wyznaczone na podstawie danych obserwacyjnych majg charakter probabilisty-
czny. O stanie tym decyduje zachodzenie btedéw w pomiarach.

16 A. Muciek, Wyznaczanie modeli matematycznych..., s. 17-18.
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spotkaly si¢ (1 nadal spotykaja) ze sprzeciwem badaczy akcentujacych
szczegblnie mocno osobliwo§¢ ontologiczng przedmiotu badah nauk
spotecznych. W ich opinii, réznice miedzy obdarzonymi §wiadomoscig
1 wolg ludZmi a mechanistyczno-przyczynowa przyroda skutkuja donio-
stymi konsekwencjami metodologicznymi. W zwigzku z tym metodami
wlaSciwymi w badaniach §wiata ludzkiego sg interpretacja 1 rozumienie,
przyroda za$ podlega wyjasnianiu 1 prognozowaniu. Nie wdajac sie w zbyt
dtugg polemike z tym — jakze dyskusyjnym — pogladem, zwréémy uwage
na zbiezno$¢ metod poznawczych uzytych do tworzenia oraz konkrety-
zowania modeli Newtona oraz Downsa. W istocie bowiem ,metody sto-
sowane w réznych dziedzinach nauki polegaja na realizacji tych samych
wymogéw metodologicznych: myslowego upraszczania przedmiotu
badan; ustalania hipotetycznych zwigzkéw w ramach uproszczonego
systemu; stopniowego modyfikowania 1 komplikowania tych zwigzkow,
tak by w przyblizeniu imitowaly prawidlowosci empiryczne. Wymogi
te — abstrakecyjnej rekonstrukeji (nie za$ uogdélniania obserwacji) $wiata
rzeczywistego — sg same zwigzane z tak abstrakcyjnymi wlasno$ciami
procedur poznawczych, ze procedury te pozostajg te same niezaleznie
od tego, czy stosowane sg do czastek elementarnych, populacji biologicz-
nych, gospodarujgcych ludzi czy ludzi komunikujgcych sie ze sobg”17.
W literaturze politologiczne] — podobnie zresztg jak w literaturze
z zakresu innych nauk spotecznych, co sygnalizowano juz w poprzednim
akapicie — poglad, jakoby osobliwa ontologia danej dziedziny determino-
wala rownie osobliwg metodologie tworzenia teorii tej dziedziny, objawia
si¢, miedzy innymi, nader czestym podkreslaniem niewystarczalnosci,
a w skrajnych wypadkach — nieodpowiednioéci metod matematycznych
w badaniach zjawisk politycznych!®. W rzeczywistos$ci jednak matematy-
zacja teori1 dostarcza wielu niezaprzeczalnych korzysci, oczywiScie przy
zalozeniu, ze poziom zaawansowania teoretycznego 1 metodologicznego
danej dyscypliny czy subdyscypliny umozliwia badania naukowe postulo-
wanych obiektéw!? oraz ze nie mamy do czynienia jedynie z bezproduk-
tywnym poznawczo przejawem fetyszyzacji matematyki badz, co gorsze,
z prébg maskowania wlasnej niewiedzy 1 bezradnosci wobec rozpatry-

17 L. Nowak, O ukrytej jednosci nauk..., s. 18.

18 Zob. na ten temat: B. Krauz-Mozer, Teorie polityki. ZatoZenia metodologiczne, Warszawa
2005, s. 39-46.

19" Jeszcze do niedawna sfera emocji oraz uczud stanowita wylaczng domene filozofii. Dzi-
slaj, wraz z rozwojem metod neuroobrazowania, zjawiska te stajg sie z powodzeniem
przedmiotem badan neuronauki.
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wanych zagadnien?®. Wsréd tych korzysci nalezy wymienié: 1) jedno-
znaczno$¢ wypowiedzi — formalizacja usuwa dowolno§¢ interpretacyjna;
2) standaryzacje terminologii 1 metod — formalizacja sprzyja komunikacji
miedzy dyscyplinami, stajac sie jednym z kluczowych ogniw tendencji
unitarystycznych; 3) ogélno§¢ — formalizacja usuwa z teorii elementy
nieistotne badZ wynikajgce z lokalnych uwarunkowan; 4) obiektywno§é
— formalizacja podnosi poziom obiektywnosci teorii; cecha ta jest istotna
zwlaszcza dla dyscyplin, w ktérych toczg sie zaciekle spory o znacze-
nie podstawowych pojeé; 5) selektywnosé zalozen — dzieki formalizacji
wyodrebnieniu podlegaja zalozenia o znaczeniu zasadniczym dla teoru
(wskazujace na zjawiska 1 problemy konstytuujace dziedzine teorii);
6) minimalno$¢ zalozen — formalizacja pozwala na obiektywng analize
zatozen koniecznych do sformulowania teorii?!.

W dalszej czeSci artykulu zaprezentowano wybrane przyklady uzycia
modeli matematycznych w badaniach zjawisk politycznych. Z uwagi na
ograniczong objeto$¢ publikacji skoncentrowano sie na modelach regre-
syjnych (jednej z klas modeli stochastycznych) oraz na modelach teo-
riogrowych (rodzaj modelu determinowa¢ bedzie przyporzadkowanie do
odpowiedniej klasy).

Przyklad — modele regresyjne

Powszechnie stosowang metoda w budowie modeli matematycznych
jest analiza regresji. Pozwala ona na badanie zalezno$ci miedzy zmienng
objasniang a zmiennymi obja$niajgcymi, predykcje wartoSci zmien-
nej objas$niane] przy zadanych wartoéciach zmiennych objasniajacych
oraz wskazanie warto$ci zmiennych istotnie wplywajacych na zmienng
objasniang. Czynigc kryterium podzialu postaé funkcji f(X, f), mozna
wyrézni regresje liniowg oraz regresje nieliniows. NajczeScie] uzywanymi
modelami regresyjnymi sg modele opisujace zaleznosci liniowe. Jednak
nie wszystkie zwigzki miedzy badanymi cechami beda mieé¢ charakter
liniowy. W' takich sytuacjach do danych empirycznych dopasowuje sie
krzywa najlepiej opisujacg obserwowany rozrzut warto$ci. Modele nie-
lintowe buduje sie zatem z myslg o konkretnych przypadkach, stosujac
odpowiednio dobrane funkcje matematyczne. Ponize] przeanalizowano

20 Zob. np.: S. Andreski, Czarnoksigstwo w naukach spotecznych, przet. S. Andreski, J. Sowa,
Warszawa 2002, s. 129-150; J. Sztumski, Wstep do metod i technik badar spolecznych,
Katowice 2005, s. 84-85.

2L P Suppes, The desirability of formalization in science, ,The Journal of Philosophy” 1968,
nr 65, s. 654—656.
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nieliniowe modele dynamiki wzrostu §wiatowej populacji oraz dynamiki
wzrostu realnego $wiatowego PKB.

W 1960 roku Heinz von Foerster, Patricia M. Mora oraz Lawrence W.
Amiot opublikowali w «Science» artykut??, w ktérym wykazali, ze tempo
wzrostu §wiatowe] populacji w okresie od 1 do 1958 roku moze zostaé
bardzo dobrze opisane réwnaniem:

N, = C ’ (3)

gdzie N, oznacza wielko$¢ populacji w czasie t, C 1t sa stalymi, przy czym
to odpowiada bezwzglednemu limitow1 (ang. ‘singularity’ point), w ktérym
N stanie sie nieskonczona. Warto$¢ wspoélczynnika t, zostala oszacowana
na 2026,87, co pozwolilo autorom wyznaczy¢ dzieh, w ktérym rozwigzanie
rownania ,eksploduje”. Bedzie to pigtek, 13 listopada 2026 roku?3.
Chwytliwy marketingowo tytul tekstu von Foerstera 1 wspdtpracowni-
kéw — Doomsday: Friday, 13 November, A.D. 2026 — nie wieszczyl w zadnym
wypadku konca $wiata, tylko wskazywal, ze adekwatny dla stuleci hiper-
boliczny model wzrostu wielkosci §wiatowej populacji bedzie musial ulec
transformacji w inny model. Bardzo szybko, bo juz w latach 70. XX wieku,
konieczno$¢ taky zaczely potwierdza¢ dane empiryczne. Wystarczy zauwa-
zy¢, ze jeszcze w 1900 roku populacja $wiata liczyta 1 miliard 625 milionow
ludzi. Na podwojenie sie tej wielkosci trzeba bylo czeka¢ do polowy lat 60.
Jednak od tego czasu dynamika wzrostu liczebnoéci spoteczenstw ludzkich
znacznie przy$pieszyla. W potowie lat 70. na Ziemi zamieszkiwaly juz ponad
4 miliardy ludzi, w kohcowej fazie lat 80. ponad 5 miliardéw, na przetomie
wiekéw przybyl kolejny miliard. We wrze$niu 2018 roku wielko$¢ §wiatowe]
populacji oscylowata w granicach 7 miliardéw 523 milionéw ludzi®*.
Dzieki pracom rosyjskich badaczy skupionych wokét czasopisma «Social
Evolution and History» oraz wydawnictwa Uchitel Publishing House dowia-
dujemy sie, ze odpowiednio przeksztalcony model von Foerstera moze by¢
stosowany do analiz innych zjawisk, np. dynamiki wzrostu §wiatowego PKB

22 H. von Foerster, P M. Mora, L. W. Amiot, Doomsday: Friday, 13 November, A.D. 2026,
»Science. New Series” 1960, nr 132 (3436), s. 1291-1295.

23 Ustalenie to wynika z prostego obliczenia: 365-87% = 317,55. Wystarczy teraz
sprawdzi¢ kalendarz na rok 2026, aby odczyta¢ date 317 dnia roku. Bedzie nim wiasnie
piatek, 13 listopada.

24 C. McEvedy, R. Jones, Atlas of World Population History, London 1979, s. 343-351;
U.S. Census Bureau, World Population 1950—2050, https://www.census.gov/population/
international/data/worldpop/table  population.php (dostep: 06.01.2019).
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w okresie od 1 do 1973 roku?. Korzystajac z danych oszacowanych przez
Jamesa Bradforda DelLonga?®, zbudujemy model ksztattowania si¢ poziomu
realnego S§wiatowego PKB, jednak w znacznie dluzszym szeregu czasowym.
Rozpatrzymy okres od 10000 roku p.n.e. do 2000 roku n.e.

W analizach postuzymy si¢ réwnaniem (3) w wersji kwadratowo-
hiperboliczne;:

__C (4)
02

gdzie P, oznacza wielko§¢ realnego Swiatowego PKB w czasie t, C 1 t,
sg stalymi, przy czym t, odpowiada bezwzglednemu limitowi, w ktérym
P bedzie dazy¢ do nieskonczonosci.

Po sprowadzeniu modelu (4) do postaci liniowej oraz po wstepnym
zdefiniowaniu zbioru argumentéw, zbioru warto$ci oraz samego modelu
wyznaczono warto$ci statych: C= 44346382,39 1 T, = 2079,48. Finalnie,
otrzymano model w postact:

p — _44346382,39 (5)
(2079,48 —1)2
Jego graficzng reprezentacje zawiera ponizszy rysunek.

Rysunek 1. Dynamika wzrostu realnego §wiatowego PKB, 10 000 rok p.n.e. — 2000 rok n.e.
(w miliardach dolaréw miedzynarodowych po kursie z 1990 roku)
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R?=0,9599; p = < 2,2¢ —16. Wykres wykonano przy uzyciu programu R.

Zrédlo: opracowanie wiasne.

25 L. E. Grinin, A. V. Markov, A. V. Korotayev, Mathematical modeling of biological and social
evolutionary macrotrends, [w:] L. E. Grinin, A. V. Korotayev (red.), History and Mathemat-
ics: Trends and Cycles, Volgograd 2014, s. 24-25.

26 J. B. DeLong, Estimates of World GDE One Million B.C. — Present, 1998, http://delong.
typepad.com/ print/20061012_ LRWGDPpdf (dostep: 06.01.2019).
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Hiperboliczna 1 kwadratowo-hiperboliczna natura modeli opisujacych
dynamike wzrostu $wiatowe] populacji oraz dynamike wzrostu realnego
$wiatowego PKB nie ma w zadnym razie charakteru koincydencyjnego.
Antropolodzy kulturowi upatruja jej przyczyn w drugim nieliniowym
dodatnim sprzezeniu zwrotnym miedzy wzrostem demograficznym,
wzrostem technologicznym a wzrostem ekonomicznym?’. Politolodzy
z kolel, patrzac na omawiang problematyke z perspektywy przedmiotu
poznania wlasnej dyscypliny, moga uwzgledni¢ dodatkowo czynnik o row-
nie istotnym, je$li nie istotniejszym, znaczeniu, tj. intensyfikacje mobi-
lizacji politycznej, szczegélnie odczuwalng w drugiej potowie XX wieku,
czyli w czasie konfrontacji ideologiczne] mocarstw uwiktanych w zimnag
wojne. Charakterystyczne dla tego okresu pozyskiwanie 1 przetwarzanie
zasobow na niespotykang dotad skale, ktérym wyraz da¢ moze chociazby
realizacja programoéw ,Funa” 1 ,Apollo”, doprowadzily do dalekosieznych
przeksztalcen Srodowiska naturalnego?® oraz do powaznych przeobrazen
spolecznych?.

Przyklad — modele teoriogrowe

Teoria gier jest jedng z podstawowych metod naukowej analizy zja-
wisk politycznych. Z grubsza mozna jg podzieli¢ na klasyczng teorie gier
1 teorie gier ewolucyjnych. W ramach pierwszego dziatu najistotniejszym
pojeciem jest réwnowaga Nasha. Opisuje ona sytuacje, w ktérej zadnemu
z graczy nie kalkuluje sie zmiana strategii, jesli inni uczestnicy gry posta-
nowig pozostaé przy swoich wyborach. Zblizonym pojeciem teorii gier
ewolucyjnych jest strategia ewolucyjnie stabilna (ESS). Jesli ESS | sto-
suje” cala populacja, to kazda niewielka grupa mutantéw (osobnikéw
urodzonych z nowymi cechami fenotypowymi) badZ migrantéw (przy-
byszéw z zewnatrz) zostanie z duzym prawdopodobienstwem z popu-

27 A. V. Korotayev, L. E. Grinin, Global urbanization and political development of the world
system, [w:] L. E. Grinin, L. Ilyin, A. V. Korotayev (red.), Globalistics and Globalization
Studies, Moscow—Volgograd 2012, s. 30-32.

28 Antropogeniczne pochodzenie milionéw ton metali, plastikéw, betonu, sadzy, srodkéw
owadobéjczych czy materialéw promieniotworczych zalegajacych w osadach ladowych
1 oceanicznych sklania dzisiaj Miedzynarodowa Komisje Stratygraficzng do dyskusji na
temat zasadnoS$ci wyznaczenia nowej epoki geologicznej — antropocenu.

29 Gwaltowne przy$pieszenie rozwoju cywilizacyjnego wlasciwe dla drugiej polowy
XX wieku wplyneto wydatnie na dltugos$é zycia naszego gatunku. Jeszcze w 1950 roku
oczekiwana dltugosé¢ zycia w chwili narodzin, bez podziatu na ple¢ i zamieszkiwany kon-
tynent, wynosita 50 lat. W 2015 roku bylo to juz 71 lat. Dane Gapminder, 2018, https://
www.gapminder.org (dostep: 06.01.2019).
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lacji wyeliminowana. Réwnie istotng koncepcja teorii gier ewolucyjnych
jest dynamika replikatoréw. Umozliwia ona §ledzenie zmian wzglednych
czestoscl wystepowania poszczegdlnych strategii w populacji. Réwnanie
standardowej dynamiki replikatoréw3? przyjmuje nastepujaca postac:

U — U0 -0, (©)
gdzie x(t) oznacza odsetek populacji grajacy strategie A w czasie t,

Ux(t) oznacza przystosowanie, jakie daje gra strategiag A w czasie t,
natomiast U(t) to $rednie przystosowanie cale] populacji w czasie t.

W analizach zastosujemy konkretyzacje standardowej dynamiki repli-
kator6w — dynamike replikatoréw Maynarda Smitha3! o réwnaniu:

dx(t) _ x()[Ua(t) — U@®)]

dt U(t) ‘

(7)

Biorgc pod uwage procesy zachodzace w pojedynczej populacji, dyna-
mike (7) odrézniajg od dynamiki (6) jedynie zmiany predkosci. W przy-
padku (7) ruch jest relatywnie szybki, gdy srednie wyplaty sa relatywnie
niskie. Natomiast w grach wielopopulacyjnych wystepujg znaczenie wiek-
sze réznice w przebiegu procesu ewolucyjnego3?.

Poczatkowo dynamike replikatoréw stosowano wylacznie w badaniach
biologicznych. Z licznych badan wiadomo jednak, ze moze ona réwniez
stuzy¢ jako narzedzie opisu zjawisk bedgcych w orbicie zainteresowan
przedstawicieli nauk spolecznych33. Nalezy wtedy przyjaé, ze u podstaw
zmian ewolucyjnych nie lezy zmienno§é genetyczna, lecz na przyklad

30 P D. Taylor, L. B. Jonker, Evolutionarily stable strategies and game dynamics, ,Mathematical
Biosciences” 1978, nr 1-2, s. 145-156.

31 Znajduje ona zastosowanie, gdy wyplaty poszczegélnych graczy sg nieujemne, a $rednia
wyplata dodatnia. W literaturze mozna znalezé réwniez nazwe: skorygowana dynamika
replikatoréw. J. Maynard Smith, Evolution and the Theory of Games, Cambridge 1982.

32 W. H. Sandholm, Population Games and Evolutionary Dynamics, Cambridge 2010,
s. 156-158.

33 Zob. np.: D. G. Arce, T. Sandler, An evolutionary game approach to fundamentalism and
conflict, ,Journal of Institutional and Theoretical Economics” 2003, nr 1, s. 132-154;
H. Li, Ch. Wu, M. Yuan, An evolutionary game model of financial markets with heterogeneous
players, ,Procedia Computer Science” 2013, nr 17, s. 958-964.
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imitacja zachowan (norm, postaw) o wyzszej uzyteczno$ci’*. W ujeciu
tym dynamika replikatoréw Maynarda Smitha stanowi jeden z podstawo-
wych przykladéw dynamiki imitacyjne;.

Zalézmy, ze przedmiotem analiz bedg interakcje zachodzace w obre-
bie populacji tworzonej przez elite polityczng hipotetycznego panstwa X.
Populacja ta jest wzglednie jednorodna 1 na tyle liczna, ze procesy w niej
zachodzace mozna rozpatrywaé w kategoriach statystycznych. Ponadto
populacja ta jest nieprzestrzenna, co oznacza, ze w kazdej chwili kazdy
gracz moze wej$¢ z takim samym prawdopodobiehstwem w interakcje
z kazdym innym graczem?3>. Uczestnicy gry3¢ dokonuja niezaleznie od
siebie wyboru jednej z dwéch strategii: W — wspétpraca w prébie zneu-
tralizowania wspdlnego wroga lub OW — odmowa wspdlpracy w walce
przeciwko osobie zagrazajace] pozycji obojga graczy. Gracze obserwuja,
ktéra ze strategii przynosi $rednio wyzsza uzyteczno$¢ 1 jg nasladuja.
Ponizsza macierz zawiera wyplaty wynikajace z gry W lub OW.

w ow
w9 0
ow 3 3

W grze mozliwe sg nastepujgce kombinacje strategii:

* (W, W) — gracze podejmuja wspdlne dzialania, w wyniku czego agre-
sor zostaje trwale unieszkodliwiony;

* (W, OW) — gracz wierszowy wspolpracuje, gracz kolumnowy dziata
na wlasng reke; w efekcie ten pierwszy niczego nie uzyskuje, ten drugi
jedynie oddala zagrozenie w czasie;

* (OW, W) — gracz wierszowy podejmuje dzialania samodzielnie,
a gracz kolumnowy wspélpracuje;

* (OW, OW) — w obawie przed zdradg potencjalnego sojusznika poli-
tycy dzialajg samodzielnie; kazdy z nich jedynie oddala zagrozenie
w czasie.

Gra ma dwie symetryczne rownowagi Nasha w strategiach czystych:

(W, W) 1 (OW, OW) oraz jedng symetryczng rownowage Nasha w stra-

34 Réznice w przebiegu procesu ewolucyjnego determinuja konieczno$¢ odmiennej inter-
pretacji wyplat. W grach biologicznych sa one rozpatrywane w kategoriach przysto-
sowania mierzonego liczbg potomstwa dziedziczacego strategie rodzicow. W grach
spotecznych méwié¢ bedziemy o uzytecznos$ci wynikajacej z gry okre§long strategia.

35 Model zaklada zachodzenie interakcji w czasie ciaglym.

36 Bedzie to gra o schemacie interakcji: polowanie na jelenia.
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tegiach mieszanych (6%, 0*), gdzie 6*= % W + % OW. Jedynie réwno-

waga (W, W) jest paretooptymalna, dlatego stanowi ona pozadane roz-
wigzanie gry.

Analizowany model ma dwie strategie ewolucyjnie stabilne: W1 OW.
Uzyteczno$¢ wynikajaca z gry strategia W wynost:

9-x+0-(1-x) =9, (8)
a strategia OW:
3:x+3-(1-x)=3. 9)
Zatem $rednia uzyteczno$é catej populacji to:

x9x + (1-x)-3=9x2-3x +3. (10)

Finalnie r6wnanie dynamiki replikatoréw Maynarda Smitha przyjmie
postaé:

dx _ x[9x—(9x*=3x +3)] _ —9x3 + 12x2—3x
dt Ox?—3x +3 Ox?—3x +3

(11)

Odzwierciedlenie graficzne dynamiki replikatoréw Maynarda Smitha
omawianej gry zawiera rysunek 2.

Rysunek 2. Dynamika replikator6w Maynarda Smitha
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Na osi odcietych zostal odlozony udziat strategii W w populacji, a na osi rzednych — x Wykres
t

wykonano przy uzyciu programu R.

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Na wykresie fazowym znajduja sie trzy punkty krytyczne (réwno-

wagl), w ktérych populacja przyjmuje postaé statyczng: x =0, x =%

1x = 1. Po osiaggnieciu pierwszego punktu populacja jest ztozona wylacz-
nie z politykéw grajacych strategia OW, drugi punkt oznacza stan, w kté-

rym % uczestnikow gry wybiera W, a % wybiera OW, natomiast w punk-

cle trzecim wszyscy politycy grajg strategig W. Jedynie réwnowagi x = 0

1 x =1 sg asymptotycznie stabilne, z kolei réwnowaga x = = odznacza

3

sie niewielka odporno$cig nawet na niewielkie zaburzenia. Stanowi ona

warto§¢ graniczng, po przekroczeniu ktérej populacja bedzie ewoluowaé
w strone alternatywnej réwnowagi asymptotycznie stabilne;.

Analizowany model stanowi daleko 1dacg idealizacje. W zwigzku
z tym moze by¢ on konkretyzowany przez: dodanie kolejnych strategii,
uwzglednienie wiekszej liczby populacji, zastosowanie innych dynamik
selekcyjnych, np. przewidujacych mozliwo$é popelniania losowych bie-
déw w imitacji badZ przewidujacych zachodzenie interakcji w czasie
dyskretnym.

Zakonczenie

W artykule oméwiono zaréwno kluczowe zagadnienia teoretyczne
zwigzane z modelowaniem matematycznym zjawisk politycznych, jak
1 przyktadowe sposoby wykorzystania modeli matematycznych w praktyce
badawczej. Przy uzyciu metody regresji nieliniowe] opisano dynamike
wzrostu realnego §wiatowego PKB. Natomiast stosujgc narzedzia teorii
gier ewolucyjnych, przesledzono proces transmisji zachowan kooperacyj-
nych wsrdd elit politycznych.

Modele sg uproszczonymi reprezentacjami obserwowanych zjawisk.
Na wstepnym etapie analiz w kazdym modelu zostaja pominiete szcze-
g6ly oraz cechy uznane przez badaczy za nieistotne. W toku postepow
badawczych zredukowany model moze ulegaé¢ konkretyzacjom przez
uchylanie kolejnych zatozen idealizujacych. Wariant skonkretyzowany
uzyskuje czasowa akceptacje, jesli wyjasnia obserwowane fakty z lepszym
przyblizeniem.

Modelowaniu podlegajg struktury zaréwno materialne, jak 1 niema-
terialne. Do pierwszych mozemy zaliczy¢ np. gwiazdy czy planety, a do
drugich — jezyki naturalne. Modele w poczgtkowych fazach projektowa-
nia sg jedynie konstruktami myS§lowymi, a w postaci finalnej mogg by¢
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wyrazone przez obiekty charakteryzujace sie okreslonymi parametrami
fizycznymi (modele materialne) lub przez okreslone symbole 1 pojecia
(modele abstrakeyjne).

Kluczowa grupe modeli abstrakcyjnych tworza modele matema-
tyczne. Stosowanie ich moze by¢ podyktowane wzgledami poznawczymi
oraz przeslankami estetycznymi. Oprécz niezwykle) precyzji, spéjno-
$c1, intersubiektywne] komunikowalnosci 1 intersubiektywnej weryfiko-
walno$ci modele matematyczne odznaczajg sie takze elegancjy zapisu
1 prostotg. Dzieki tym cechom znajdujg coraz szersze zastosowanie
takze w tych dziedzinach nauki, w ktérych do tej pory powatpiewano
w ich przydatno§é. Mimo wielu zastosowan w czesto skrajnie odleglych
obszarach badawczych oraz ewidentnych korzySci w poznawaniu, pro-
jektowaniu 1 doskonaleniu 1 systeméw empirycznych, 1 systeméw abs-
trakcyjnych modele matematyczne majg jednak swoich przeciwnikow.
Zgodnie z najczeScie] przywolywang opinig zbytnio redukujg zlozong
rzeczywisto$¢, wskutek czego tracimy wiele z bogactwa 1 réznorodnosci
badanych zjawisk.

STRESZCZENIE

Celem artykulu jest zwiezta prezentacja zaréwno kluczowych zagadnien
teoretycznych zwigzanych z modelowaniem matematycznym w politologii, jak
1 wybranych przyktadéw uzycia modeli matematycznych w praktyce badawczej.
Na poczatku rozwazan omdwiono funkcje, jakie pelnig modele naukowe w procesie
tworzenia teorii naukowych, oraz wskazano gléwne typy modeli naukowych.
Nastepnie scharakteryzowano wybrane elementy teorii modeli matematycznych
oraz wskazano najczeSciej wystepujace nieporozumienia na temat stosowania
jezyka matematyki w badaniach politologicznych. W czeéci wienczace] rozwazania
podano wybrane przyktady wykorzystania modeli matematycznych w badaniach
zjawisk politycznych. Zbudowano kwadratowo-hiperboliczny model dynamiki
wzrostu realnego §wiatowego PKB oraz teoriogrowy model transmisji zachowan
kooperacyjnych wsréd elit politycznych. Do ich budowy uzyto programu R.
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Mateusz Wajzer

MATHEMATICAL MODELS IN POLITICAL SCIENCE — THEORETICAL FUNDATIONS
AND SAMPLE USES

The purpose of the paper is to present in a concise manner the key theoretical
issues related to mathematical modelling in political science, alongside selected
examples of using mathematical modelling in research practice. In the process, the
function of scientific models in the development of scientific theories is discussed,
indicating the main types of scientific models. Then, selected elements of the theory
of mathematical models are considered and the most common misunderstandings
in using the language of mathematics in political science studies are described.
Finally, selected examples of using mathematical models in studies of political
phenomena are presented: a quadratic-hyperbolic model of the real global GDP
growth dynamics and a game theory model of the transmission of cooperative
behaviours among political elites were developed. The R programme was used to

build the models.

KEY EORDS: mathematical models, political science, regression analysis, game theory
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